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Abstract
The purpose of this paper is to show that any extension of a mini-
mal Lie foliation on a compact manifold is a transversely Riemannian
G
H
−foliation with trivial normal bundle.
This result permits to classify the extensions of a minimal Lie foliation
on a compact manifold from Lie subgroups of its Lie group.
Dans tout ce qui suit les objets sont C∞, la varie´te´ de base M et les feuil-
letages conside´re´s sont, si necessaire, pris orientables, et le groupe de Lie G des
feuilletages de Lie sera suppose´ connexe et simplement connexe.
1 Introduction
On sait qu’un feuilletage de Lie d’une varie´te´ compacte et connexe est , entre
autre, un feuilletage transversalement - riemannien , parralle´lisable, homoge`ne-,
a` fibre´ normal trivial , de´fini par une une 1− forme a` valeurs dans une alge`bre
de Lie.
Il s’agit ici , e´tant donne´ un G−feuilletage de Lie minimal (M, F) d’une varie´te´
compacte et connexe , de voir comment e´voluent ces proprie´te´s a` travers des
feuilletages F ′extensions de F ( i.e.des feuilletages qui sont tels que
TF  TF ′). A de´faut de pre´server ces proprie´te´s sus-cite´es, peut-on expliciter
une condition ne´cessaire et suffisante pour qu’une extension admette comme
structure transverse l’une des structures transverses de F?
L’e´tude fait apparaˆıtre clairement que le groupe de Lie G contient toutes les
informations concernant l’existence et la nature d’une telle extension.
De fac¸on pre´cise , on montre que
- il y a une correpondance biunivoque entre les sous-alge`bres de Lie de
G =Lie(G)( ou si l’on pre´fe`re entre les sous -groupes de Lie connexes de G)
et les extensions de F ,
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- une extension de F est un GH−feuilletage ( voir de´finitions) transversale-
ment riemannien , a` fibre´ normal trivial , de´fini par une 1− forme vectorielle.
Ce qui permet d’obtenir une caracte´risation et par suite une classification
des extensions de F .
Une extension F ’ d’un feuilletage de Lie minimal (M, F) d’une varie´te´
compacte et connexe est transversalement homoge`ne (resp. de Lie) si et seule-
ment si le sous-groupe de Lie connexe correspondant est ferme´ (resp. normal).
Il en re´sulte que
- toute extension d’un feuilletage de Lie (resp.d’un feuilletage line´aire)
minimal du tore est un feuilletage de Lie (resp. un feuilletage line´aire) et
- si un feuilletage de Lie d’une varie´te´ compacte est dense dans une de ses
extensions alors cette extension est un GH− feuilletage transversalement rieman-
nien a` fibre´ normal trivial.
2 Ge´ne´ralite´s
Notation 2.1 Dans ce qui suit G est une alge`bre de Lie de dimension q, de
groupe de Lie connexe et simplement connexe G, H une sous-alge`bre de Lie
de G de codimension q’, (e1, ..., eq) une base de l’alge`bre de Lie G telle que
(eq′+1, ..., eq) soit une base de H; on pose [ei, ej] =
q∑
k=i
Kkijek , les K
k
ij e´tant les
constantes de structure de G. Ainsi si ω est une 1-forme sur une varie´te´ M
a` valeurs dans G, relativement a` cette base , on a ω =
q∑
i=1
ωi ⊗ ei qu’on note
encore ω = (ω1, ..., ωq); par exemple si θ est la 1-forme canonique de G, on
e´crira θ =
q∑
i=1
θi ⊗ ei ou θ = (θ
1, ..., θq).
Pre´cisons pour la suite qu’un sous-groupe de Lie e´tant vu comme un sous-
groupe immerge´ d’un groupe de Lie, n’est alors ni necessairement plonge´, ni
necessairement ferme´.
Dfinition 2.2 Une extension d’un feuilletage (M, F) de codimension q est un
feuilletage (M,F ’ ) de codimension q’tel que 0< q’<q et TF ⊂TF ’
( on notera F ⊂ F ’).
Une extension d’un feuilletage sera dite de Lie, resp.tranversalement ho-
moge`ne, resp. line´aire si cette extension est dans chacun des cas un feuilletage
de ce type.
La notion de GH−feuilletage , que nous allons de´finir maintenant, a e´te´ in-
troduite par El Kacimi dans [5].
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Dfinition 2.3 Avec les notations ci-dessus , soient G une alge`bre de Lie , H
une sous-alge`bre de Lie de G et ω = (ω1, ..., ωq) une 1−forme sur une varie´te´
connexe M a` valeurs dans G. Supposons que ω ve´rifie la condition de Mauer-
Cartan dω + 12 [ω, ω] = 0, i.e.
dωk = −
1
2
q∑
i,j=1
Kkijω
i ∧ ωj (∗)
et ω1, ..., ωq
′
sont line´airement inde´pendantes en tout point de M. Alors le
syste`me diffe´rentiel ω1 = ... = ωq = 0 est inte´grable et de´finit un feuilletage F
de codimension q′ qu’on appellera un GH−feuilletage de´fini par la 1-forme ω.
Si la 1-forme ω est la 1-forme de Fe´dida de´finissant un feuilletage de Lie
Fω, on dira que F est le
G
H−feuilletage associe´ au feuilletage de Lie Fω.
Exemple 2.4 Si M = G, alors θ = (θ1, ..., θq) de´finit un GH−feuilletage FG,H
dont les feuilles sont les classes a` gauche de H.
On notera que si le sous-groupe H est ferme´, ce GH−feuilletage n’est rieman-
nien que si et seulement si , les actions a` droite de H sont des isome´tries pour
la structure me´trique invariante a` gauche de groupe de Lie de G.
Ainisi, pour G = Aff(Rq) = GL(Rq) ⋉ Rq, les seules actions a` droite
invariantes e´tant les e´le´ments du groupe orthogonal O(q,R), alors le feuil-
letage FAff(Rq),GL(Rq) n’est riemannien pour aucune valeur de q ≥ 1 puisque
O(q,R)  GL(Rq).
La proposition qui suit , d’apre`s [5], s’e´tablit comme pour les feuilletages de
Lie ou les feuilletages transversalement homoge`nes([1], [6]).
Proposition 2.5 Soit F un GH−feuilletage sur une varie´te´ M de´finie par une
1-forme ω et soit F˜=p∗F le feuilletage releve´ de F sur le reveˆtement universel
M˜ de M . Alors, il existe une application D: M˜ →G et une repre´sentation
ρ : π1(M )→G telles que
(i) D est π1(M )-e´quivariant, i.e.D(γ.x˜) = ρ(γ).D(x˜) pour tous x˜ ∈ M˜ et
γ ∈ π1(M ), et
(ii) p∗ω = D∗θ, i.e. F˜=D∗FG,H .
On dira que D est une application de´veloppante sur M˜ du GH−feuilletage F .
Remarque 2.6 Re´ciproquement si l’on se donne une re´pre´sentation
ρ : π1(M )→G et une submersion π1(M )-e´quivariant D de M˜ sur G. Alors le
feuilletage F˜=D∗FG,H passe au quotient et de´finit sur M un feuilletage F qui
est un GH−feuilletage.
En particulier si D est une de´veloppante de Fe´dida d’un feuilletage de Lie
FD, alors F est un
G
H−feuilletage extension de FD.
En plus si le sous-groupe H est ferme´, cette extension est un feuilletage
riemannien si et seulement si le feuilletage FG,H est riemannien.
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Exemple 2.7
Avec les notations pre´ce´dentes, si FD est l’un des deux fllots ”propres” du
tore hyperbolique T3A [3], le diagramme suivant
T˜ 3A −→ Aff
+(R) = R∗+ ⋉R
pr2
−→ R = Aff
+(R)
R
∗
+
↓
T3A
montre que le Aff
+(R)
R
∗
+
− feuilletage F - extension de ce flot de Lie (qui est
non minimal [3]) est un feuilletage non riemannien.
Rappelons, pour terminer cette partie, qu’un groupe G est dit virtuelle-
ment re´soluble s’il contient un sous-groupe re´soluble d’indice fini ( c’est le cas
des groupes re´solubles, nilpotents et abe´liens). Et le the´ore`me suivant duˆ a`
A.Haefliger [8] nous sera utile pour la suite.
Thorme 2.8 Un feuilletage riemannien a` feuilles denses sur une varie´te´ rie-
mannienne comple`te M a` groupe fondamental π1(M ) virtuellement re´soluble
est transversalement homoge`ne.
3 Extension d’un feuilletage de Lie minimal
La proprie´te´ suivante montre la rigidite´ des extensions d’un feuilletage de Lie
minimal d’une varie´te´ compacte.
Proposition 3.1 Si F ′est une extension d’un feuilletage de Lie minimal
( M, F) d’une varie´te´ compacte connexe, alors tout champ global F−feuillete´
transverse, tangent a` F ′ en un point, est tangent a` F ′ .
Preuve.
1) Commenc¸ons par montrer que tout champ global feuillete´ transverse d’un
G− feuilletage de Lie minimal ( M, F)d’une varie´te´ compacte connexe nul
en un point est identiquement nul. En effet , dans ces conditions, on sait
que l’alge`bre de Lie structurale ℓ( M, F) de F et l’alge`bre de Lie de G sont
isomorphes de dimension la codimension de F . Ensuite, le feuilletage de Lie F
e´tant a` feuilles denses, si (Y1, .., Yq) est un paralle´lisme de Lie transverse de F ,
et si on conside`re une me´trique quasi-fibre´e de F , alors
- l’application ” e´valuation en x ”, note´e evx de ℓ(M, F) dans νx( F) ∼=(TxF)
⊥
, de´finie par evx(X) = X(x), re´alise un isomorphisme canonique d’espaces vec-
toriels entre ℓ( M, F) et (TxF)
⊥
,
- pour tout Z ∈ ℓ( M, F), Z s’e´crit :
Z =
q∑
ξi
i=1
Yi
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ou` les fonctions F−basiques ξi sont en fait des constantes re´elles. Ceci dit,
si Z s’annule en un point donne´, les ξi sont tous nuls et par conse´quent Z = 0.
2) Conside´rons maintenant un champ Z ∈ ℓ( M, F) tel que pour un point
x0 donne´, Z(x0) ∈ Tx0F
′. Suivant la de´composition
(TF)
⊥
= (TF)
⊥
∩ TF ′ ⊕ (TF)
⊥
∩ (TF ′)
⊥
Z s’e´crit Z = Z1 + Z2, ou` Z1et Z2 sont des sections globales respectives
des sous-fibre´s (TF)⊥ ∩ TF ′ et (TF)⊥ ∩ (TF ′)⊥ = (TF ′)⊥ du fibre´ orthogonal
(TF)
⊥
de F . Comme Z(x0) ∈ (Tx0F)
⊥
∩ Tx0F
′ , alors Z2(x0) = 0. Ce qui
implique d’apre`s le 1) que Z2 est identiquement nul , donc Z = Z1 , i.e.Z est
tangent a` F ′.
Ceci e´tant, le the´ore`me suivant , qui est le re´sultat principal de ce travail,
de´termine et classifie les extensions d’un G-feuilletage de Lie minimal d’une
varie´te´ compacte et connexe.
Thorme 3.2 Soit (M, F) un G-feuilletage de Lie minimal d’une varie´te´ com-
pacte connexe, d’alge`bre de Lie G.
Alors:
1- Il y a une correspondance biunivoque entre les sous-groupes de Lie con-
nexes de G et les extensions de F .
2- Une extension de F est un GH−feuilletage transversalement riemannien a`
fibre´ normal trivial, de´finie par une 1- forme vectorielle.
3-Une extension de F est transveralement homoge`ne( resp. de Lie) si et
seulement si le sous-groupe de Lie de G correspondant est un sous-groupe ferme´
( resp. un sous-groupe normal) dans G.
Preuve. Etant donne´ un G−feuilletage de Lie minimal ( M, F) de codi-
mension q > 0 d’une varie´te´ compacte connexe, d’alge`bre de Lie G,
1. Soit F ′ une extension de F , de codimension q′. Conside´rons H˜ l’ensemble
des champs F−feuillete´s tangents a` F ′; H˜ est visiblement une sous-alge`bre de
l’alge`bre de Lie structurale l(M,F) de F . Pour de´terminer la dimension de
cette sous-alge`bre, notons, d’apre`s ce qui pre´ce`de que
- pour tout x ∈ M , et pour tout X ∈ H˜ , evx(X) ∈ (TxF)
⊥
∩ TxF
′,
- pour tout u ∈ (TxF)
⊥
∩ TxF
′, la proposition 3.1 pre´ce´dente permet de
voir que le champ Xu = ev
−1
x (u) est dans H˜.
Au total , la restriction a` H˜ de evx est un isomorphisme d’espaces vectoriels
de H˜ sur evx(H˜) = (TxF)
⊥
∩TxF
′ ; ce qui assure par la formule des dimensions
que
dim H˜ = dim(TxF)
⊥
∩ TxF
′
= dim(TxF)
⊥ + dimTxF
′ − dim < (TxF)
⊥
∪ TxF
′ >
= dimF ′−dimF
= codimF−codimF ′
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Soit ω la 1-forme de Fe´dida de´finissant F , et soit ,en tout point x de M ,
̟x l’isomorphisme canonique d’espaces vectoriels rendant commutatif le dia-
gramme de projections
TxM
ωx
→ G
↓ ր̟x
νx(F)
et σ l’application de G dans l(M,F) dans qui a` tout λ ∈ G associe σ(λ) de´finie
par σ(λ)(x) = (̟x ◦evx)
−1(λ);σ est un isomorphisme line´aire de G sur l(M,F)
On remarquera que pour tous X,Y ∈ l(M,F),
1) σ−1(X)=ω(X) ,
2) ω(X) est une fonction constante sur M et
3) ω[X,Y ] = [ω(X), ω(Y )].
Il en re´sulte que σ est aussi un isomorphisme d’alge`bres: c’est cet isomor-
phisme canonique qui permet d’identifier G = Lie(G) et l’alge`bre de Lie struc-
turale l(M,F) de F . Ici pour la clarte´ de la de´monstration nous nous garderons
de faire une telle identification.
Ceci e´tant, conside´rons le syste`me diffe´rentiel P de´fini sur M par
P(x) = TxF⊕evx(H˜)
Soit X (P) et X (F) les A0(M)−modules des champs de vecteurs tangents
respectivement a` P et a` F . On a
X (P) = X (F)⊕ (A0(M)⊗H˜)
Comme les champs de vecteurs de H˜ sont feuillete´s pour F , cette de´composition
permet de voir que le module X (P) est stable par le crochet et que par suite
P est un syste`me diffe´rentiable comple`tement inte´grable qui de´finit F ′. Ainsi la
sous-alge`bre de Lie H = σ−1(H˜) de G et le sous-groupe de Lie connexe H dans
G correspondant sont de´finis sans ambigu¨te´ a` partir de l’extension F ′.
Re´ciproquement la donne´e d’un sous-groupe de Lie connexe H de G permet
de de´finir sur M un syste`me diffe´rentiel P par
P(x) = TxF+ evx(σ(Lie(H)) (cette somme est en fait directe).
et le module de champs correspondant e´tant
X (P) = X (F)⊕ (A
0
(M)⊗σ(Lie(H))
et σ e´tant un isomorphisme d’alge`bres, il est facile de voir que le syste`me
diffe´rentiel P ainsi de´fini est comple`tement inte´grable, et le feuilletage F ′qu’il
de´finit est bien suˆr une extension de F puisque pour tout x ∈M, on a TxF ⊂ P(x) =
TxF
′ .
Et la correspondance biunivoque est ainsi e´tablie.
2. - Soit FH une extension de F et H la sous-alge`bre de Lie de G correspon-
dant a` H , soit (e1, ..., eq) une base de l’alge`bre de Lie G telle que (eq′+1, ..., eq)
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engendreH et ω =
q∑
i=1
ωi⊗ei la 1−forme de Fe´dida de F . Puisque en tout point
deM les 1−formes scalaires ω1, ..., ωq sont line´airement inde´pendantes , alors
les 1−formes ω1, ..., ωq
′
sont aussi line´airement inde´pendantes partout et la con-
dition de Mauer- Cartan (*) assure que le syste`me diffe´rentiel ω1 = ... = ωq
′
= 0
est comple`tement inte´grable et de´finit donc un feuilletage F ′de codimension q′
qui n’est rien d’autre que le GH − feuilletage de´fini par ω.
Par ailleurs, encore comme σ−1(X)=ω(X) si X ∈ H˜ = σ(H) alors pour tout
X ∈ H˜, ω(X) ∈ H. Ce qui permet alors de voir que pour tout k, 1 ≤ k ≤ q′, et
pour tout X ∈ H˜, ωk(X) = 0, i.e. X est tangent a` F ′. Ce qui montre que pour
tout x ∈M, TxFH = TxF⊕ evx(H˜) ⊂ TxF
′ et a` cause d’e´galite´ des dimensions,
on a en fait TxFH = TxF
′; FH est bien le
G
H − feuilletage associe´ a` F
- Re´ciproquement si F ′ est un GH − feuilletage de´fini par ω et si D est
une de´veloppante de Fe´dida de F de´finie sur le reveˆtement universel M˜ deM,
et si F˜ et F˜ ′ sont les feuilletages releve´s sur M˜ respectifs de F et F ′, alors
l’application D e´tant aussi une de´veloppante du GH−feuilletage F
′, par la prop.
2.5, on a F˜ ′ = D∗FG,H. Comme F˜ = D
∗FG,{e} et FG,{e} ⊂ FG,H, alors F˜ ⊂ F˜ ′
et F ′ est une extension de F .
Montrons maintenant que le feuilletage FH est riemannien. Pour cela,
comme le proble`me est local, remarquons que:
(**) une extension F ′ d’un feuilletage riemannien F est un feuilletage rie-
mannien si et seulement si la projection canonique de la restriction de F ′ a`
tout ouvert a` la fois distingue´ pour F et F ′ est un feuilletage riemannien de la
varie´te´ quotient locale de F .
Soit U un ouvert distingue´ a` la fois pour F et FH , π et πh les projections
sur les varie´te´s quotient locales respectives V et Vh. Alors puisque FH est une
extension de F , il existe une submersion θh de V sur Vh rendant commutatif le
diagramme de projections suivant:
U
πh
→ Vh
π ↓ րθh
V
Ce diagramme montre que la projection sur V de la restriction de FH a` U est
un feuilletage simple (V,Fθh) puisque de´fini par la submersion θh . Ensuite le
feuilletage F e´tant un feuilletage de Lie minimal, on sait que son faisceau central
transverse C(M,F) est localement trivial et s’identifie aux germes de´finis par
l’alge`bre de Lie structurale l(M,F)de F( plus pre´cisement par son alge`bre de Lie
oppose´e l(M,F)
−
constitue´e par les champs de vecteurs invariants a` droite). En
supposant en plus que U est un ouvert trivialisant du faisceau, alors le ”sous-
faisceau” CH(U ,F) =U × σ(H)
−
de C(M,F) correspondant a` la sous-alge`bre
de Lie σ(H) de l(M,F) de´finit , par ses orbites dans U , le feuilletage FH ,U
restriction de FH a` U. Ainsi on peut regarder les feuilles de FH ,U comme les
orbites du ”sous-faisceau” CH(U ,F) , i.e. des orbites d’un faisceau de germes de
champs de Killing transverses. Et le feuilletage Fθh e´tant la projection de ces
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orbites par π sur la varie´te´ quotient locale V est alors un feuilletage riemannien
dont une me´trique quasi-fibre´e est la me´trique projete´e de la me´trique transverse
de F . Et il suit , d’apre`s la remarque (**), que le feuilletage FH est riemannien.
Ensuite, l’inclusion TF ⊂TFH induit un morphisme canonique de fibre´s
vectoriels α de ϑ(F) sur ϑ(FH) de sorte que le fibre´ normal de FH est le fibre´
quotient du fibre´ normal de F par son sous-fibre´ Kerα. Comme ϑ(F) en tant
que fibre´ normal d’un feuilletage de Lie est trivial (ϑ(F) ∼= M × G) et comme
Kerα est aussi trivial (Kerα ∼= M × H) , alors ϑ(FH) est trivialisable et de
section globale (σ(e1), ..., σ(eq′)). De fac¸on pre´cise ϑ(FH) ∼= M ×
G
H
∼= M ×H⊥
et ou` G = H ⊕ H⊥ et H⊥ l’orthocomple´ment de H dans l’espace euclidien
G =TeG muni de la base orthonorme´e (e1, ..., eq).
3 - Soit FH une extension d’un feuilletage de Lie minimal F d’une varie´te´
compacteM , H e´tant le sous- groupe de Lie connexe associe´ a` cette extension.
Soit (D, ρ) un de´veloppement de Fe´dida de F sur le reveˆtement universel
M˜ de M. Puisque le feuilletage FH est aussi un
G
H−feuilletage, notons F˜H le
rele`vement de FH sur M˜ ; FH est alors de meˆme de´veloppante que le feuilletage
de Lie F .
a) En gardant les notations de la prop. 2.5, il est clair que si le sous- groupe
H est ferme´, le feuilletage FG,H i.e. le feuilletage de G par les translate´s de
H , est de´fini par la submersion canonique θ : G −→ G
H
, et comme d’apre`s la
prop. 2.5, F˜H=D
∗FG,H , il vient que DH=θ ◦ D : M˜ →
G
H
est une submersion
de´finissant F˜H , e´quivariante pour la repre´sentation ρ : π1(M˜) −→ G associe´e au
feuilletage de Lie F ; par suite cette extension est un feuilletage transversalement
homoge`ne.
b) Re´ciproquement si FH est une extension de F transversalement homoge`ne
de varie´te´ transverse une varie´te´ homoge`ne T , comme F˜H est une extension de F˜
et que ces deux feuilletages sont simples( [1], [6]), alors il existe une submersion
θ de G sur T telle que la submersion D′= θ ◦ D de´finit F˜H . Si Fθ est le
feuilletage simple donne´e par la submersion θ, il est clair que
D∗FG,H = F˜H = D
∗Fθ
Puisque D est une submersion surjective on a e´videmment
FG,H = DD
∗FG,H = DD
∗Fθ = Fθ,
et il en re´sulte que le sous-groupe H est la composante connexe de la fibre
θ−1(θ(e)) qui contient l’e´le´ment neutre e de G. Comme cette fibre est un ferme´e
dans G, alors H est aussi une partie ferme´e de G.
Ce qui pre´ce`de en a) assure que cette extension FH est un
G
H
−feuilletage
transversalement homoge`ne dont ρ serait une re´pre´sentation.
En plus, si le sous-groupeH est normal dans G, alors le feuilletage FG,H , i.e.
le feuilletage de G par les translate´s de H est un GH−feuilletage de Lie. Comme
le groupe de Lie G est pris connexe et simplement connexe, alors ce feuilletage
est necessairement un feuilletage simple [6] ; parsuite le sous-groupe H e´tant la
feuille passant par l’e´le´ment neutre est ferme´e et le feuilletage FG,H de´fini par
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la projection canonique θ : G −→ G
H
. Ensuite puisque θ est un mophisme de
groupes, alors le feuilletage extension FH de F est un feuilletage de Lie car
son feuilletage releve´ F˜H sur M˜ est de´fini par la submersion θ ◦ D e´quivariante
pour la re´pre´sentation ρ′ = θ ◦ ρ : π1(M) −→
G
H
.
Re´ciproquement si l’extension FH est un feuilletage de Lie et si
D : M˜ → G et DH :M˜ → G
′ sont des de´veloppantes de Fe´dida respectives pour
F et FH , alors , on montre comme dans [4], que si Γ est le groupe d’holonomie
du feuilletage de Lie F , il existe une submersion θ de G sur G′ telle que
1)
DH = θ ◦ D
2) Pour tout γ ∈ Γ , le diagramme suivant est commutatif
G
θ
→ G
γ ↓ ↓ θ(γ)
G
θ
→ G
i.e. pour tous γ ∈ Γ et g ∈ G,
θ(γ · g) = θ(γ) · θ(g)
Comme Γ est dense dans G et que la restriction de θ a` Γ est un homomorphisme
de groupes qui est continu, alors par continuite´ , θ est e´videmment un mor-
phisme de groupes. Dans ces conditions, FH est aussi une extension de Lie
de F correspondant au sous-groupe K composante connexe de l’e´le´ment neutre
du sous-groupe normal Kerθ de G. En raison de la correspondance biunivoque
entre extensions et sous-groupes de Lie connexes , on a necessairement H = K
et le sous-groupe H est alors normal .
Remarque 3.3
1- Il de´coule de cette dernie`re caracte´risation que toute extension de Lie
d’un feuilletage homoge`ne minimal d’une varie´te´ compacte [7] est e´galement un
feuilletage homoge`ne.
2- L’hypothe`se que le feuilletage de Lie F est minimal est essentielle comme
le montre l’exemple 2.7.
En gardant les notations de la preuve du the´ore`me pre´ce´dent, conside´rons
pour un G−feuilletage de Lie minimal (M,F) d’une varie´te´ compacte et con-
nexe, la 1− forme ̟H sur M a` valeurs dans G de´finie par ̟H = α ◦ ω, ou` α
est la projection canonique de G = H⊕H⊥ sur H⊥ . On ve´rifie que ̟H est une
e´quation de FH . On peut associer a` cette une 1−forme une 2− forme de cour-
bure ΩH = dωH +
1
2 [ωH , ωH ] de´finie sur M a` valeurs dans G, ou` ωH = j ◦̟H ,
j e´tant l’injection canonique de H⊥ dans G.
En partant de la formule classique,
ΩH(X,Y ) = XωH(Y )− Y ωH(X)− ωH [X,Y ] + [ωH(X), ωH(Y )],
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et en remarquant que, pour tout X ∈ l(M,F) , ωH(X) est une fonction
constante, alors un calcul facile permet de voir que:
1) ΩH(X,Y ) = 0 si X et Y sont tangents a` F
′,
2) ΩH(X,Y ) = −ασ
−1[X,Y ] si X ∈ σ(H) = H˜ et Y ∈ σ(H⊥)
3) ΩH(X,Y ) = (1− α)σ
−1[X,Y ] si X ∈ σ(H⊥) et Y ∈ σ(H⊥)
La 2 − forme de courbure ΩH e´tant une application A
0(M)- biline´aire de
X (M)×X (M) dans G, les relations pre´ce´dentes de´terminent parfaitement la
2− forme ΩH .
En partant de cette 1− forme ωH , on obtient les caracte´risations suivantes
d’une extension de Lie d’un feuilletage de Lie minimal d’une varie´te´ compacte.
Corollaire 3.4 Si FH est une extension d’un G-feuilletage de Lie minimal
d’une varie´te´ compacte connexe, les assertions suivantes sont e´quivalentes.
1. FH est une extension de Lie
2. H est un sous-groupe normal
3. ωH est basique pour FH
4. ΩH = dωH +
1
2 [ωH , ωH ] est basique pour FH
5. ΩH = 0.
On notera que lorsque l’extension FH est de Lie , la 1− forme ωH explicite´e
ci-dessus est sa 1− forme de Fe´dida [6].
Corollaire 3.5 Soit ( M, F) un G-feuilletage de Lie minimal d’une varie´te´
compacte connexe.
Si le groupe fondamental π1(M) est virtuellement re´soluble ( resp. abe´lien)
toute extension de F est transversalement homoge`ne(resp. de Lie).
En particulier:
1) toute extension d’un feuilletage line´aire minimal du tore est e´galement
line´aire,
2) toute extension d’un flot riemannien minimal d’une varie´te´ compacte est
conjugue´e a` un feuilletage line´aire du tore.
Preuve. En conside´rant surM une me´trique quasi-fibre´e quelconque pour
F , cette me´trique e´tant comple`te et π1(M) virtuellement re´soluble, et comme
par ailleurs toute extension de F est un feuilletage riemannien minimal (the´o.3.2)
alors d’apre`s le the´o.2.8 cette extension est aussi un feuilletage transversalement
homoge`ne.
Si en plus π1(M) est abe´lien , alors le groupe d’holonomie de F e´tant abe´lien
et dense dans G , il vient par continuite´ de la loi de groupe, que le groupe de
Lie G est abe´lien et par suite toute extension de F est de Lie.
Pour le reste cela tient de la partie 1) de la remarque 3.3 et du re´sultat de
Yves Carrie`re sur les flots riemanniens minimaux [3].
Ensuite, en rappelant qu’un feuilletage F est dit dense dans un autre
feuilletage F ′ si toute feuille de F est dense dans la feuille de F ′ qui la contient,
on a :
10
Corollaire 3.6 1) Si une varie´te´ compacte a` groupe fondamental virtuellement
re´soluble supporte un G−feuilletage de Lie minimal, alors tout sous-groupe de
Lie connexe de G est ferme´; et toute extension de ce feuilletage est transver-
salement homoge`ne.
2) Si un flot riemannien (M, F) d’une varie´te´ compacte est dense dans une
de ses extensions F ’ alors la restriction de F ’ a` l’adhe´rence de l’une quelconque
de ses feuilles et conjugue´e a` un feuilletage line´aire.
Preuve. 1) En effet au sous-groupe de Lie H de G, il correspond d’apre`s le
the´o.3.2 une extension de ce G−feuilletage de Lie minimal qui par le the´ore´me
Haefliger sus-cite´ est un feuilletage transversalement homoge`ne ; ce qui , d’apre`s
le the´o.3.2 encore implique que H est ferme´.
2) Ceci re´sulte imme´diatement de [3] et du corollaire 3.5 pre´ce´dent.
Par analogie au the´ore`me de Molino sur les feuilletages transversalement
paralle´lisables [9], le the´o 3.2 permet de dire en
Conclusion 3.7 Si F ′ est une extension d’un feuilletage transversalement
paralle´lisable F d’une varie´te´ compacte connexe, telle que F est dense dans F ′
alors:
1 - les adhe´rences des feuilles de F ′ forment une fibration localement triviale
e´gale a` la fibration basique de F ,
2 - les feuilles de F ′ sont les orbites d’un sous-faisceau du faisceau transverse
central de F , de fibre-type une sous-alge`bre de Lie oppose´e a` une sous-alge`bre
de l’alge`bre de Lie structurale de F ,
3 - le feuilletage F ′ est transversalement riemannien et a` fibre´ normal trivial,
4 - la restriction de F ′ a` l’adhe´rence d’une feuille est un GH−feuilletage
associe´ au G− feuilletage de Lie de´fini par F dans cette restriction.
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